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Abstrakt
Práce je přehledovým textem, který se zabývá řešením parciálních diferenciálních rovnic
Fourierovou metodou, tj. metodou, kdy řešení (počátečně) okrajové úlohy hledáme ve
tvaru nekonečné Fourierovy řady. Klíčovým krokem je předpoklad, že řešení lze nalézt ve
tvaru se separovanými proměnnými, proto se metodě někdy říká metoda separace proměn-
ných. Podstata nejlépe vynikne na homogenních úlohách parabolického a hyperbolického
typu. V práci jsou systematicky rozebrány oba typy v jedné (prostorové) dimenzi, nej-
prve homogenní úloha, poté homogenní úloha s nehomogenními okrajovými podmínkami
a závěrem nehomogenní úloha.
Abstract
Bachelor thesis is a survey text which deals with solving partial deferential equations
by Fourier method, i.e. method when we look for a solution of (initial) boundary value
problem in form of the infinite Fourier series. The key step is a hypothesis that the solution
can be expressed in form with separated variables, therefore the method is sometimes
called separation of variables method. The essence can be demonstrated on parabolic
and hyperbolic homogeneous problems. In the thesis both types in one (space) dimension
are systematically analyzed, at first homogeneous problem, then homogeneous one with
non-homogeneous boundary conditions and finally completely non-homogeneous problem.
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1 Úvod
Mnohé úlohy inženýrské praxe vedou na parciální diferenciální rovnice. V některých spe-
ciálních případech je výhodné řešit tyto úlohy tzv. Fourierovou metodou řad. Klíčovým
krokem metody je předpoklad, že řešení lze nalézt ve tvaru se separovanými proměnnými,
proto se metodě někdy říká metoda separace proměnných. Metoda je vhodná zejména v
případě rovnic parabolického a hyperbolického typu.
Počátky metody spadají do druhé poloviny osmnáctého století a jsou spojeny se jmény
Leonhard Euler, Daniel Bernoulli a Jean Baptiste Joseph Fourier. Daná problematika
vzbudila v té době poměrně velkou diskusi, která pramenila z nevyjasněných pojmů řady,
či funkce.
Práce čerpá především z pramenů [1], [2], [3], [4] a je členěna následovně. Druhá kapi-
tola obsahuje přehled základních výsledků z teorie Fourierových řad. Kapitola 3 se věnuje
odvození dvou typů rovnic v jedné dimenzi, konkrétně rovnice vedení tepla v tyči a rovnice
kmitání struny. Diskutováno je také několik typů okrajových podmínek. Kapitola 4 je stě-
žejní částí práce, která vysvětluje Fourierovu metodu na několika modelových příkladech.
Postupně jsou probírány homogenní úloha, dále homogenní rovnice s nehomogenními pod-
mínkami a na závěr i nehomogenní úloha.
2 Fourierovy řady
2.1 Základní pojmy
V řadě fyzikálních úloh se uplatňují periodické děje, jde především o různá kmitání (např.
akustická, mechanická), kruhové pohyby, atd. Při jejich řešení je výhodné vyjádřit pří-
slušné funkce pomocí nekonečných Fourierových řad.
Při rozvoji funkcí ve Fourierovy řady hraje zásadní roli tzv. ortogonalita systému
funkcí.
Definice 2.1. (ortogonálního systému funkcí) Nechť {fk(x)}∞k=1 je posloupnost
funkcí z L2(I) (tj. lebesgueovsky měřitelné funkce na intervalu I, takové že
∫
I
f 2k (x) dx <
< ∞). Řekneme, že množina těchto funkcí tvoří ortogonální systém funkcí na intervalu
I, pokud platí ∫
I
fi(x)fj(x) dx
{
= 0, i 6= j, i, j = 1, 2, . . .
6= 0, i = j .
Výraz (f, g) =
∫
I
f(x)g(x) dx nazýváme skalární součin funkcí f, g a číslo
‖f‖ =
√
(f, f) =
√∫
I
f 2(x) dx
nazveme normou funkce f . Norma rozdílu funkcí f, g, tj. ‖f − g‖, se nazývá střední
kvadratická odchylka těchto funkcí.
Poznámka. Princip rozvoje ve Fourierovy řady se opírá o předpoklad, že funkci f lze
na daném intervalu vyjádřit jako nekonečnou lineární kombinaci ortogonálního systému
funkcí {fk}, tj.
f(x) =
∞∑
k=1
ckfk(x).
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Rovnost nyní vynásobíme funkcí fm a integrujeme na daném intervalu, dostáváme tak∫
I
f(x)fm(x) dx =
∫
I
( ∞∑
k=1
ckfk(x)fm(x)
)
dx.
Předpokládejme dále, že řada
∑∞
k=1 ckfk na I stejnoměrně konverguje k funkci f . To
umožňuje zaměnit znaky integrace a sumace∫
I
f(x)fm(x) dx =
∞∑
k=1
∫
I
ckfk(x)fm(x) dx.
Protože funkce fk tvoří ortogonální systém, na pravé straně zbude pouze jeden člen∫
I
f(x)fk(x) dx = ck
∫
I
f 2k (x) dx.
Pro koeficienty ck tak platí
ck =
(f, fk)
‖fk‖2 =
1
‖fk‖2
∫
I
f(x)fk(x) dx, (2.1)
a nazveme je Fourierovými koeficienty.
Definice 2.2. Nekonečná řada
a0
2
+
∞∑
k=1
(
ak cos
pikx
l
+ bk sin
pikx
l
)
,
kde a0, ak, bk, jsou libovolné konstanty, se nazývá trigonometrická řada a částečný součet
této řady
sn(x) =
a0
2
+
n∑
k=1
(
ak cos
pikx
l
+ bk sin
pikx
l
)
nazveme trigonometrickým polynomem.
Věta 2.3. Nekonečná množina
{1, sin pix
l
, cos
pix
l
, sin
pi2x
l
, cos
pi2x
l
, . . . , sin
pikx
l
, cos
pikx
l
, . . . } (2.2)
tvoří ortogonální systém na I = 〈c, c+ 2l〉, c ∈ R. Navíc
‖1‖ =
√
2l, ‖ cos pikx
l
‖ = ‖ sin pikx
l
‖ =
√
l, k = 1, 2 . . .
Věta 2.4. Nechť trigonometrická řada konverguje stejnoměrně k funkci f na I =
= 〈c, c+ 2l〉, c ∈ R. Pak pro její koeficienty platí vztah (2.1), tedy
a0 =
1
l
∫
I
f(x) dx, ak =
1
l
∫
I
f(x) cos
pikx
l
dx, bk =
1
l
∫
I
f(x) sin
pikx
l
dx. (2.3)
Poznámka. Existují i jiné ortogonální systémy než (2.2).
11
Definice 2.5. Nechť f ∈ L2(I). Pak trigonometrickou řadu
Φf (x) =
a0
2
+
∞∑
k=1
(
ak cos
pikx
l
+ bk sin
pikx
l
)
,
kde koeficienty a0, ak, bk jsou určeny vzorci (2.3), nazýváme Fourierovou řadou funkce
f(x).
Lze dokázat, že ze všech trigonometrickým polynomů aproximuje funkci f ve smyslu
nejmenší kvadratické odchylky nejlépe právě polynom s koeficienty určenými vzorci (2.3).
Věta 2.6. (Besselova nerovnost) Nechť f ∈ L2(〈c, c+ 2l〉) a a0, ak, bk jsou koefi-
cienty určeny vzorci (2.3). Pak platí
l
2
a20 + l
∞∑
k=1
(
a2k + b
2
k
) ≤ ‖f‖2.
Věta 2.7. (Parsevalova rovnost)Nechť f ∈ L2(〈c, c+2l〉), a0, ak, bk jsou koeficienty
určeny vzorci (2.3) a sn(x) představuje trigonometrický polynom s těmito koeficienty. Pak
‖f − sn‖ → 0 ⇐⇒ l2a
2
0 + l
∞∑
k=1
(
a2k + b
2
k
)
= ‖f‖2.
Poznámka. Parsevalova rovnost je ekvivalentní s úplností systému ortogonálních funkcí
(neexistuje žádná další nenulová funkce z L2(I) ortogonální ke všem funkcím systému).
Lze dokázat, že ortogonální systém (2.2) je úplný a Parsevalova rovnost v tomto případě
platí.
Zabývejme se nyní otázkou konvergence Fourierových řad.
Věta 2.8. (Dirichletova) Nechť funkce f splňuje na intervalu 〈c, c + 2l〉 tzv. Di-
richletovy podmínky, tj. je na tomto intervalu po částech spojitá a má zde konečný počet
lokálních extrémů. Pak platí:
Φf (x) = f(x)
v každém bodě x, kde je f spojitá,
Φf (xk) =
1
2
[
lim
x→xk−
f(x) + lim
x→xk+
f(x)
]
ve všech bodech xk nespojitosti funkce f ,
Φf (c) = Φf (c+ 2l) =
1
2
[
lim
x→c+2l−
f(x) + lim
x→c+
f(x)
]
.
Na intervalu (−∞,+∞) pak řada konverguje k tzv. periodickému rozšíření funkce f .
Věta 2.9. Nechť řady
∑∞
k=1 |ak|,
∑∞
k=1 |bk| konvergují, ak, bk jsou Fourierovy koefici-
enty funkce f na intervalu 〈c, c + 2l〉. Pak Fourierova řada Φf konverguje k této funkci
stejnoměrně (a absolutně) na 〈c, c+ 2l〉.
Věta 2.10. Pokud je f periodická po částech hladká (spojitá se svou po částech
spojitou první derivací) na 〈c, c+2l〉, pak Φf (x) konverguje stejnoměrně k f na (−∞,∞).
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3 Odvození vybraných rovnic matematické fyziky
Protože úlohy z kapitoly 4 budeme interpretovat vždy jako úlohy vedení tepla v tyči
(tělese), resp. kmitání tenké struny, zaměříme se na odvození právě těchto rovnic.
Při odvozování vycházíme obecně z platných přírodních zákonů, např. v případě vedení
tepla zákon zachování energie, v případě kmitání struny jde o druhý Newtonův pohybový
zákon. Spolu s těmito fyzikálními principy vstupují do rovnice tzv. konstituční vztahy, tj.
vztahy mezi různými fyzikálními veličinami.
3.1 Rovnice vedení tepla v tyči
Uvažujme tenkou tyč (průřez tyče je vzhledem k délce tyče zanedbatelný). Souřadnice x
značí polohu bodu na tyči, t je čas. Neznámou je funkce u(x, t), jež popisuje teplotu tyče
v místě x a čase t. Předpokládáme, že povrch tyče je tepelně izolován (ztráty tepla do
okolí přes povrch tyče lze tedy zanedbat).
Uvažujme dále libovolný úsek tyče (xa, xb) v libovolném časovém intervalu (tα, tβ).
Provedeme tepelnou bilanci, podle zákona zachování energie, zanedbáme-li ztráty do okolí,
platí:
∆E = Qf −Qa −Qb,
kde
∆E – změna vnitřní energie [J],
Qf – teplo, které do úseku dodáme [J],
Qa, Qb – teplo, které vyteče během časového intervalu přes konec xa resp. xb [J].
Změnou vnitřní energie ∆E rozumíme rozdíl vnitřní tepelné energie v čase tα a tβ, tedy
∆E = Etβ − Etα =
xb∫
xa
e(x, tβ) dx−
xb∫
xa
e(x, tα) dx,
kde e(x, t) představuje hustotu vnitřní energie [J.m−1]. Tento výraz dosadíme do rovnice,
vyjádříme i ostatní veličiny pomocí integrálů a dostáváme
xb∫
xa
e(x, tβ) dx−
xb∫
xa
e(x, tα) dx =
tβ∫
tα
xb∫
xa
f(x, t) dxdy −
tβ∫
tα
+q(xb, t) dt−
tβ∫
tα
−q(xa, t) dt,
kde
f(x, t) – hustota vnitřních zdrojů [J.m−1.s−1],
q(x, t) – tepelný tok (záporné znaménko značí záporný směr toku ve smyslu osy x) [J.s−1].
Sloučením integrálů a úpravou pomocí integrální věty o střední hodnotě obdržíme
tβ∫
tα
xb∫
xa
(et + qx − f) dtdx = 0.
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Protože intervaly byly (xa, xb) a (tα, tβ) voleny naprosto libovolně, musí být integrand
identicky roven nule, platí tedy
et + qx − f = 0.
Nyní využijeme zmíněné konstituční vztahy. Hustota vnitřní energie je funkcí teploty.
V určitém rozmezí teplot lze tuto závislost linearizovat. Také tepelný tok závisí v určitém
rozmezí lineárně na teplotním gradientu ux (tzv. Fourierův zákon), máme tedy
e = cu+ k0, q = −kux ,
kde
c – konstanta vyjadřující tepelnou kapacitu vztaženou na 1m délky [J.m−1.K−1],
k0 – konstanta,
k – součinitel vedení tepla vztažený opět na 1m délky, záporné znaménko značí směr proti
tepelnému spádu, tento součinitel uvažujeme rovněž konstantní [J.m−1.s−1.K−1].
Dosazením do rovnice dostáváme
∂
∂t
(cu+ k0) +
∂
∂x
(−kux)− f = 0 ,
tj.
cut = kutt + f .
Zavedením κ = k/c lze rovnici přepsat na tvar
ut = κuxx + f
∗ .
3.2 Rovnice kmitání struny
Předpokládejme tenkou strunu (zanedbáváme odpor vůči ohybu) podél souřadné osy x
napjatou silou T . Neznámá funkce u(x, t) popisuje výchylku bodu x v čase t. Uvažujeme
pouze příčné kmity, pohyby ve směru osy x tedy zanedbáváme.
Nejprve provedeme silovou bilanci pro část struny (xa, xb) v čase t. Podle druhého
Newtonova pohybového zákona platí
Fa + Fb + Ff = ma, (3.4)
Fa, Fb – průměty sil, kterými působí zbytek struny na úsek v jeho koncích xa, xb [N],
Ff – průmět známé vnější síly (např. gravitace) [N]
m – hmotnost [kg], platí m =
∫ xb
xa
% dx, kde % je délková hustota [kg.m−1],
a – zrychlení, platí a = utt [m.s−2].
Nyní vyjádříme jednotlivé síly. Vnější sílu Ff vyjádříme pomocí hustoty f(x, t)
Ff =
xb∫
xa
f(x, t) dx .
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Na strunu působí v každém jejím bodě x síla T , která ji napíná a působí ve směru tečny
ke struně. Tuto sílu uvažujeme konstantní po celé délce struny, obdržíme vztahy
Fa = T sinαa, Fb = T sinαb,
kde αa, αb jsou úhly, které svírají síly Fa, Fb se silou T v koncových bodech xa a xb. Díky
předpokladu malých kmitů nahradíme sinα směrnicí tgα = ux, tedy
F = T sinα ≈ T tgα = Tux.
Dosazením do rovnice (3.4) dostáváme
Tux(xb, t)− Tux(xa, t) +
xb∫
xa
f(x, t)dx =
xb∫
xa
%utt dx.
Po úpravě (opět pomocí integrální věty o střední hodnotě) sloučíme integrály:
xb∫
xa
(
Tuxx + f − %utt
)
dx = 0.
Interval (xa, xb) byl opět volen libovolně, proto platí
%utt = Tuxx + f.
Označíme-li c2 = T/%, dostáváme jednorozměrnou vlnovou rovnici
utt = c
2uxx + f
∗,
kde c má význam rychlosti, kterou se vlna šíří.
Podrobnější odvození a odvození rovnic ve vyšší dimenzi rovnice lze nalézt např. v [3],
[4].
3.3 Formulace úloh
Samotná parciální diferenciální rovnice dává nekonečně mnoho řešení. Abychom získali
jedno konkrétní, doplňujeme rovnici počátečními a okrajovými podmínkami. Dostáváme
tzv. počátečně-okrajovou úlohu.
Počáteční podmínky popisují situaci v okamžiku t0, tj. počáteční rozložení teploty
(počáteční výchylku v případě kmitání struny). Tato podmínka má tvar
u(x, t0) = ϕ(x) x ∈ (a, b),
v případě rovnice kmitání struny musíme přidat ještě jednu podmínku. Předepisujeme
derivaci podle proměnné t
ut(x, t0) = ψ(x) x ∈ (a, b) ,
podmínka má význam počáteční rychlosti.
15
Okrajové podmínky popisují situaci v konečných bodech sledovaného intervalu (a, b).
Rozeznáváme několik druhů okrajových podmínek, zde jsou základní tři, uvedeny pro
pravý konec b tyče (struny):
Dirichletova podmínka
u(b, t) = ub(t)
určuje hodnotu funkce u v koncovém bodě intervalu a je obecně funkcí času. Je tedy
předepsána teplota resp. výchylka v případě rovnice kmitání struny.
Neumannova podmínka
ux(b, t) = ϑ(t),
představuje (až na násobek konstanty) tepelný tok, který je obecně opět funkcí času.
V případě kmitání struny má význam síly působící na konec b.
Newtonova podmínka
ux(b, t) + hbu(b, t) = ub(t)
je kombinací Dirichletovy a Neumannovy podmínky.
Poznámka. Newtonovy okrajové podmínky (v případech vedení tepla) vycházejí z New-
tonova zákona ochlazování. Ten modeluje situaci, kdy kolem tělesa proudí vzduch (obecně
jakákoli tekutina) a odvádí (přivádí) teplo. Předpokládáme-li, že u(b, t) > ub(t) (tyč je
teplejší než okolí), má Newtonův zákon ochlazování tvar
−kux(b, t) = h
[
u(b, t)− ub(t)
]
,
kde k, h jsou experimentálně zjištěné konstanty a ub(t) teplota okolí.
4 Řešení PDR Fourierovou metodou
Typickými úlohami, které řešíme Fourierovou metodou (metodou separace proměnných),
jsou počátečně-okrajové úlohy v ohraničené oblasti pro parabolické a hyperbolické rovnice.
Podstata metody nejlépe vynikne při řešení homogenních okrajových úloh.
4.1 Sturmova-Liouvilleova úloha
Uvažujme nyní lineární parciální diferenciální rovnici (s nekonstantními koeficienty) v jedné
prostorové dimenzi ve tvaru
c(x)ut − [k(x)ux]x = 0 na (a, b) , resp. %(x)utt − [k(x)ux]x = 0 na (a, b) (4.5)
doplněnou okrajovými podmínkami
−αux(a) + βu(a) = 0 , γux(b) + δu(b) = 0 (4.6)
a počáteční podmínkou u(x, 0) = ϕ(x) (v případě hyperbolické úlohy navíc ut(x, 0) =
= ψ(x).
Hledáme tedy funkci u(x, t), která pro t > 0 splňuje rovnici na intervalu (a, b), okrajové
a počáteční podmínky. Netriviální řešení splňující rovnici (4.5) a okrajové podmínky (4.6)
hledáme ve tvaru se separovanými proměnnými u(x, t) = X(x)T (t). Dosazením do rovnice
a úpravou obdržíme
(kux)x
cX
=
T ′
T
, resp.
(kux)x
%X
=
T ′′
T
.
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Aby rovnost platila, musí se obě strany rovnat konstantě, označíme ji −λ:
(kux)x
cX
= −λ = T
′
T
, resp.
(kux)x
%X
= −λ = T
′′
T
.
Odtud
T ′ + λT = 0 , resp. T ′′ + λT = 0
[k(x)ux]x + λc(x)X = 0 , resp. [k(x)ux]x + λ%(x)X = 0, (4.7)
přičemž X(x) musí splňovat okrajové podmínky
−αX ′ + βX = 0 , γX ′ + δX = 0. (4.8)
Úlohu (4.7), (4.8) nazýváme Sturmovou-Liouvilleovou úlohou, jejíž řešitelnost hraje při
Fourierově metodě zásadní roli.
Definice 4.1. Hodnoty λ, pro které má úloha (4.7), (4.8) netriviální řešení nazýváme
vlastními čísly okrajové úlohy (4.7), (4.8). Dále netriviální řešení X(x) této úlohy, které
přísluší těmto vlastním číslům, nazveme vlastními funkcemi.
Věta 4.2. Nechť c(x), resp. %(x) jsou kladné spojité funkce na (a, b), α, β, γ, δ jsou
nezáporné konstanty takové, že α2 + β2 6= 0, γ2 + δ2 6= 0. Pak existuje nekonečně mnoho
vlastních čísel λk a k nim příslušných vlastních funkcí Xk(x) okrajové úlohy (4.7), (4.8).
Věta 4.3. (Steklovova) Každou funkci z L2(I) lze rozvinout do Fourierovy řady
podle vlastních funkcí okrajové úlohy (4.7), (4.8). Tato řada konverguje absolutně a stej-
noměrně na I.
4.2 Homogenní úloha
Rovnice vedení tepla v tyči
Nejprve se zaměříme na rovnice vedení tepla v tyči odvozené v části 3.1.
Příklad 4.4. Řešme úlohu vedení tepla v tyči délky l bez zdroje tepla s různými typy
okrajových podmínek:
ux = utt x ∈ (0, l) t ∈ (0,+∞) (4.9)
u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ (0, l)
a) Dirichletovy okrajové podmínky:
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 t ∈ (0,+∞)
b) Neumannovy okrajové podmínky:
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0 t ∈ (0,+∞)
c) Newtonovy okrajové podmínky:
ux(0, t)− h1u(0, t) = 0
ux(l, t) + h2u(l, t) = 0
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Funkce uk(x, t) splňující rovnici a okrajové podmínky budeme hledat ve tvaru se se-
parovanými proměnnými:
uk(x, t) = X(x)T (t).
Dosazením do rovnice (4.9) a úpravou získáváme
T ′(t)
T (t)
=
X ′′(x)
X(x)
.
Protože levá strana nezávisí na x, pravá na t, a jelikož má rovnost platit pro všechna
x ∈ (0, pi) a t ∈ (0,+∞), rovnají se obě strany konstantě, kterou označíme −λ. Obdržíme
tak
T ′(t)
T (t)
=
X ′′(x)
X(x)
= −λ,
dostáváme obyčejnou diferenciální rovnici pro T
T ′(t) + λT (t) = 0,
která má řešení
T (t) = Ce−λt,
kde C je konstanta. Nyní vyřešíme Sturmovu-Liouvilleovu úlohu
X ′′(x) + λX(x) = 0, X(0) = 0, X(l) = 0.
Výsledné řešení bude záviset na znaménku konstanty λ.
α) Pokud λ < 0 a položíme −λ = a2, dostáváme
X = Aeax +Be−ax.
β) Pokud λ = 0, obdržíme
X = Ax+B.
Rovnici a okrajové podmínky pro tyto dva případy splňuje pouze triviální řešení
A = B = 0.
γ) Pokud λ > 0, dostáváme
X = A cos
√
λx+B sin
√
λx.
Nyní dosadíme do okrajových podmínek.
a) Dirichletovy okrajové podmínky:
Dosazením do první okrajové podmínky dostáváme rovnost
X(0)T (t) = 0,
vydělíme T (t) a dostáváme
X(0) = A cos
√
λ0 = A = 0.
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Dosazení do druhé podmínky:
X(l)T (t) = 0,
vydělíme opět T (t) a dostáváme
X(l) = B sin
√
λl = sin
√
λl = 0.
odtud plyne √
λl = kpi =⇒
√
λ =
kpi
l
.
Funkce Xk(x) a Tk(t) tak mají tvar
Xk(x) = sin
kpi
l
x, Tk(t) = e
− k2pi2
l2
t, k = 1, 2, 3, . . .
Dostáváme posloupnost funkcí
uk(x, t) = e
− k2pi2
l2
t sin
kpi
l
x, k = 1, 2, 3, . . .
Vhodná lineární kombinace funkcí uk(x, t) vyhovuje opět rovnici a okrajovým podmínkám.
Abychom vyhověli také počáteční podmínce, hledejme řešení jako nekonečnou lineární
kombinaci
u(x, t) =
∞∑
k=1
cke
− k2pi2
l2
t sin
kpi
l
x .
Posloupnost koeficientů ck určíme z počáteční podmínky, platí
u(x, 0) =
∞∑
k=1
ck sin
kpi
l
= ϕ(x),
odtud plyne
ck =
2
l
l∫
0
ϕ(x) sin
pikx
l
dx .
b) Neumannovy okrajové podmínky:
Opět postupně dosadíme do okrajových podmínek:
T (t)X ′(0) = T (t)
(−√λA sin√λ0 +√λB cos√λ0) = 0,
vydělením T (t) dostáváme
X ′(0) =
√
λB = 0 ⇒ B = 0.
Dále do druhé podmínky:
T (t)X ′(l) = T (t)
(−√λA sin√λl) = 0,
postupným zjednodušením získáváme
A sin
√
λl = 0,
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konečně tak dostáváme vztah pro λ
√
λl = kpi ⇒
√
λ =
kpi
l
, λ =
k2pi2
l2
.
Posloupnost funkcí má tvar
uk(x, t) = e
− k2pi2
l2
t cos
kpi
l
x.
Řešení splňující i počáteční podmínku opět obdržíme jako lineární kombinaci funkcí uk
u(x, t) =
∞∑
k=1
cke
− k2pi2
l2
t cos
kpi
l
x,
kde koeficienty ck dostaneme opět z počáteční podmínky
u(x, 0) =
∞∑
k=1
ck cos
kpi
l
= ϕ(x),
odtud
c0 =
1
l
l∫
0
ϕ(x) dx, ck =
2
l
l∫
0
ϕ(x) cos
pikx
l
dx .
c) Newtonovy okrajové podmínky:
Z první okrajové podmínky vyplývá, že B
√
λ = h1A, dosazením do funkce X(x) obdržíme
X(x) =
B
h1
(cos
√
λx+ h1 sin
√
λx).
Činitel B
h1
bude později zahrnut v posloupnosti konstant ck. Dále dosazením funkce X(x)
do druhé okrajové podmínky dostáváme rovnici pro určení vlastních čísel
cotg
√
λl =
λ− h1h2√
λh1 +
√
λh2
.
Podle Věty 4.2 existuje posloupnost vlastních čísel (tato čísla jsou kladná), dostáváme tak
Xk(x) =
√
λk cos
√
λkx+ h1 sin
√
λkx.
Funkce T (t) má tvar
Tk(t) = e
−λkt.
Celkově tedy
uk(x, t) = e
−λkt(√λk cos√λkx+ h1 sin√λkx).
Řešení má opět tvar u(x, t) =
∑
k ckuk, tj.
uk(x, t) =
∞∑
k=1
cke
−λkt(√λk cos√λkx+ h1 sin√λkx),
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koeficienty ck plynou z počáteční podmínky
uk(x, 0) =
∞∑
k=1
ck
(√
λk cos
√
λkx+ h1 sin
√
λkx
)
=
∞∑
k=1
ckXk(x) = ϕ(x),
pak pro ck platí
ck =
1
‖Xk‖2
l∫
0
ϕ(x)Xk(x) dx .
Příklad 4.5. Řešme úlohu ochlazování tělesa, které je ohraničené dvěma kulovými
plochami (se stejným středem) o poloměrech R1 < R2. Na vnějším i vnitřním povrchu
nastává výměna tepla s prostředím s nulovou teplotou. Počáteční teplota závisí pouze na
vzdálenosti od středu, tedy u(%, 0) = f(%) pro R1 < % < R2.
Sestavíme matematický model:
κ∆u = ut v Ω : R1 <
√
x2 + y2 + z2 < R2, t > 0
un + hu = 0 na ∂Ω, t > 0
u(x, y, z, 0) = f(
√
x2 + y2 + z2)
Rovnice je tedy pro obecný případ vedení tepla a okrajové podmínky dostaneme úpravou
z Newtonova zákona ochlazování.
Model lze transformací do sférických souřadnic
x = % cosϕ sinϑ,
y = % sinϕ sinϑ,
z = % cosϑ,
převést na jednorozměrnou úlohu. Označíme
u∗(%, ϕ, ϑ, t) = u(% cosϕ sinϑ, % sinϕ sinϑ, % cosϑ, t).
Laplaceův operátor má po transformaci do sférických souřadnic tvar
∆u = uxx + uyy + uzz =
1
%2
(%2u∗%)% +
1
%2 sinϑ
(sinϑu∗ϑ)ϑ +
1
%2 sinϑ
u∗ϕϕ.
Protože u∗(%, ϕ, ϑ, t) nezávisí na ϕ a ϑ, obdržíme
∆u∗ =
1
%2
(%2u∗%)% =
1
%2
(2%u∗% + %
2u∗%%) = u
∗
%% +
2
%
u∗%.
Dále na vnitřním povrchu u∗n = −u∗% a na vnějším u∗n = u∗%, máme tak úlohu
u∗t = κ
(
u∗%% +
2
%
u∗%
)
, % ∈ (R1, R2), t > 0
−u∗%(R1, t) + hu∗(R1, t) = 0,
u∗%(R2, t) + hu
∗(R2, t) = 0,
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u∗(%, 0) = f(%), % ∈ (R1, R2).
Nyní zavedeme substituci v(%, t) = %u∗(%, t), dostáváme tak
v% = u
∗ + %u∗%, v%% = 2u
∗
% + %u
∗
%%, vt = %u
∗
t .
Po dosazení do rovnice konečně obdržíme
vt
%
= κ
(v%%
%
− 2
%
u∗% +
2
%
u∗%
)
= κ
v%%
%
.
Vynásobením rovnice % a úpravou podmínek dostáváme úlohu pro v(%, t):
vt = κv%%, % ∈ (R1, R2), t > 0
v%(R1, t)−
(
h+
1
R1
)
v(R1, t) = 0, (4.10)
v%(R2, t) +
(
h− 1
R2
)
v(R2, t) = 0, (4.11)
v(%, 0) = %f(%).
Jde o jednorozměrnou rovnici vedení tepla s Newtonovými okrajovými podmínkami. Úlohu
budeme opět řešit separací proměnných. Nejprve určíme funkce vk(%, t) = X(%)T (t) spl-
ňující rovnici a okrajové podmínky. Dosazením do rovnice a úpravou obdržíme
T ′(t)
κT (t)
=
X ′′(%)
X(%)
= −λ.
Sturmova-Liouvilleova úloha má tvar
X ′′ + λX = 0,
X%(R1)−
(
h+
1
R1
)
X(R1) = 0,
X%(R2) +
(
h− 1
R2
)
X(R2) = 0.
Řešení lze napsat ve tvaru s posunutým argumentem, který volíme z důvodu okrajových
podmínek
X(%) = A cos
√
λ(%−R1) +B sin
√
λ(%−R1).
Platí
X ′(%) = −
√
λA sin
√
λ(%−R1) +
√
λB cos
√
λ(%−R1).
Z okrajové podmínky (4.10) dostaneme
B =
(
h+ 1
R1
)
A√
λ
.
a zvolme A =
√
λ. Z druhé okrajové podmínky (4.11) obdržíme rovnici pro určení vlastních
čísel
tg
√
λ(R2 −R1) =
√
λ
[(
h− 1
R2
)
+
(
h+ 1
R1
)]
λ− (h− 1
R2
)(
h+ 1
R1
) , (4.12)
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která má kladná řešení λk, k = 1, 2, . . . Dostáváme tak
Xk(%) =
√
λk cos
√
λk(%−R1) +
(
h+
1
R1
)
sin
√
λk(%−R1).
Rovnice pro T (t)
T ′ + κT = 0,
vede opět na řešení
T (t) = e−κλt.
Celkově
vk(%, t) = e
−κλkt[√λk cos√λk(%−R1) + (h+ 1
R1
)
sin
√
λk(%−R1)
]
.
Protože v = %u∗,
u∗(%, t) =
∞∑
k=1
cke
−κλkt 1
%
[√
λk cos
√
λk(%−R1) +
(
h+
1
R1
)
sin
√
λk(%−R1)
]
.
Koeficienty ck určíme z počáteční podmínky u∗(%, 0) = f(%):
u∗(%, 0) =
∞∑
k=1
ck
1
%
[√
λk cos
√
λk(%−R1)+
(
h+
1
R1
)
sin
√
λk(%−R1)
]
=
∞∑
k=1
ckXk = %f(%).
Pro koeficienty ck tak platí
ck =
1
‖X(%)‖2
R2∫
R1
%f(%)Xk(%) d%.
Rovnice kmitání struny
V dalším se zaměříme na rovnice kmitání, odvodili jsme je v části 3.2.
Příklad 4.6. Řešme úlohu kmitání struny délky l pro rovnici
utt = uxx x ∈ (0, l) t ∈ (0,+∞),
se stejnými okrajovými podmínkami jako v příkladě 4.4 a počátečními podmínkami
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) x ∈ (0, l).
Analogicky vede separace proměnných na
X ′′ + λX = 0, T ′′ + λT = 0.
Řešením rovnice pro T (t) je
T (t) = a cos
√
λt+ b sin
√
λt.
Tvar funkce X(x) je stejný jako v 4.4. Dosadíme do okrajových podmínek
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a) Dirichletovy okrajové podmínky
Postup je obdobný jako v 4.4. Posloupnost funkcí uk má tvar
uk(x, t) = sin
kpi
l
x
(
ak cos
kpi
l
t+ bk sin
kpi
l
t
)
.
Dosazením do počátečních podmínek určíme koeficienty ak, bk, platí
ak =
2
l
l∫
0
ϕ(x) sin
kpi
l
x dx, bk =
2
l
kpi
l
l∫
0
ψ(x) sin
kpi
l
x dx.
b) Neumannovy okrajové podmínky
Zde postupným dosazením do okrajových podmínek dostaneme
uk(x, t) = cos
kpi
l
x
(
ak cos
kpi
l
t+ bk sin
kpi
l
t
)
.
Koeficienty ak, bk dostaneme z počátečních podmínek:
a0 =
1
l
l∫
0
ϕ(x) dx, ak =
2
l
l∫
0
ϕ(x) cos
kpi
l
x dx, bk =
2
l
kpi
l
l∫
0
ψ(x) cos
kpi
l
x dx.
c) Newtonovy okrajové podmínky
Stejným postupem jako v 4.4 dostáváme
uk(x, t) = (
√
λk cos
√
λkx+ h1 sin
√
λkx)(ak cos
√
λkt+ bk sin
√
λkt).
Dosazením do okrajových podmínek obdržíme koeficienty ak, bk. Platí
u(x, 0) =
∞∑
k=1
ak(
√
λk cos
√
λkx+ h1 sin
√
λkx) = akX(x) = ϕ(x),
odtud
ak =
1
‖Xk(x)‖2
l∫
0
ϕ(x)Xk(x) dx.
Obdobně z druhé počáteční podmínky plyne
bk =
1
‖√λkXk(x)‖2
l∫
0
ψ(x)
√
λkXk(x) dx.
4.3 Konvergence řešení
Doposud jsme se nezabývali konvergencí řešení. V případě rovnice vedení tepla (parabo-
lické rovnice) konverguje řada pro t = 0 bodově. Pro t > 0 zaručí exponenciální člen
stejnoměrnou konvergenci podle věty 2.9.
Rozhodnutí o konvergenci je v případě hyperbolické rovnice složitější, funkce T (t)
neobsahuje exponenciální člen. Má-li řešení konvergovat podle věty 2.10, požadujeme,
aby funkce ϕ (2pi-periodická funkce, která vznikne periodickým prodloužením funkce ϕ na
funkci periodickou na R) byla hladká a ψ (periodické prodloužení funkce ψ) byla spojitá.
To vyžaduje splnění podmínek souladu ϕ(0+) = ψ(0+) = 0 a ϕ(l−) = ψ(l−) = 0.
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4.4 Homogenní úloha s nehomogenními podmínkami
Věta 4.7. (Princip superpozice) Nechť pro každé i = 1, . . . , n je funkce ui řešením
úlohy s pravou stranou fi a počátečními podmínkami ϕi, ψi. Pak lineární kombinace řešení
u = k1u1 + k2u2 + · · ·+ knun
je řešením úlohy se stejnou lineární kombinací pravých stran a počátečních podmínek,
tedy
f = k1f1+k2f2+· · ·+knfn, ϕ = k1ϕ1+k2ϕ2+· · ·+knϕn, ψ = k1ψ1+k2ψ2+· · ·+knψn.
Princip superpozice platí obecně u lineárních rovnic. Můžeme tedy postupovat tak,
že vždy necháme jednu sadu podmínek nenulovou, ke které určíme partikulární řešení a
následně daná partikulární řešení sečteme.
Příklad 4.8. Řešme úlohu kmitání struny o délce l.
utt = c
2uxx, x ∈ (0, l), t ≥ 0
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ (0, l)
u(0, t) = u1(t), u(l, t) = u2(t), t ≥ 0.
Řešení u(x, t) budeme hledat ve tvaru součtu
u(x, t) = v1(x, t) + w(x, t),
požadujeme, aby funkce v1(x, t) splňovala okrajové podmínky. Funkci v1 volíme
v1(x, t) =
l − x
l
u1(t) +
x
l
u2(t).
Funkce w(x, t) je pak řešením následující úlohy:
wtt = c
2wxx − l − x
l
u′′1(t)−
x
l
u′′2(t),
w(x, 0) = ϕ(x)− v1(x, 0) = ϕ(x)− l − x
l
u1(0)− x
l
u2(0) = ϕ˜(x),
wt(x, 0) = ψ(x)− ∂v1
∂t
(x, 0) = ϕ(x)− l − x
l
u′1(0)−
x
l
u′2(0) = ψ˜(x),
w(0, t) = w(l, t) = 0.
Funkci w(x, t) hledáme rovněž ve tvaru součtu:
w(x, t) = R(x, t) +Q(x, t),
kde R(x, t) je řešením okrajové homogenní úlohy
Rtt = c
2Rxx,
R(x, 0) = ϕ˜(x), Rt(x, 0) = ψ˜(x),
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R(0, t) = R(l, t) = 0.
Řešením úlohy dostáváme tvar
R(x, t) =
∞∑
k=1
(Ck cos
ckpi
l
t+Dk sin
ckpi
l
t) sin
kpi
l
,
kde
Ck =
2
l
∫ l
0
ϕ˜(x) sin
kpi
l
dx, Dk =
2
akpi
∫ l
0
ψ˜(x) sin
kpi
l
dx.
Funkci Q(x, t) dostaneme jako řešení úlohy:
Qtt = c
2Qxx − v1(x, t),
Q(x, 0) = Qt(x, 0) = 0, Q(0, t) = Q(l, t) = 0.
Řešení Q(x, t) má tvar
Q(x, t) =
∞∑
k=1
Tk(t) sin
kpi
l
x,
přičemž
Tk(t) =
1√
λk
∫ l
0
sin
√
λk(t− ϑ)fk(ϑ)dϑ,
kde
fk(ϑ) =
2
l
∫ l
0
f(x, ϑ) sin
kpi
l
xdx =
2
kpi
[
(−1)ku′′2(ϑ)− u′′1(ϑ)
]
.
4.5 Nehomogenní úloha
Podobně jako v předchozím odstavci, využijeme principu superpozice a převodu úlohy na
homogenní.
Příklad 4.9. Řešme úlohu vedení tepla v tyči délky l, tyč rovnoměrně zahřívá topení
spuštěné v čase t = 0.
ut = uxx + f, x ∈ (0, l), t ≥ 0
u(0, t) = ua u(l, t) = 0, t ≥ 0
u(0, x) = ϕ(x), x ∈ (0, l).
a) Obecně lze využít tzv. Duhamelův princip, podle kterého je řešením úlohy funkce
u(x, t) =
t∫
0
w(x, t, τ) dτ ,
kde funkce w s parametrem τ je řešením úlohy
wt = wxx
w(0, τ, τ) = ua w(l, τ, τ) = 0,
w(x, τ, τ) = ϕ(x, τ).
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Tuto úlohu řešíme obdobně jako v příkladu 4.4.
b) V některých jednoduchých případech, například když je pravá strana ve tvaru
polynomu, lze postupovat jako u metody neurčitých koeficientů pro lineární obyčejné
diferenciální rovnice s konstantními koeficienty. Řešení hledáme ve tvaru u(x, t) = u0(x)+
+ v(x, t), kde funkce u0 splňuje rovnici a okrajové podmínky. Pokud f = 1 (konstanta),
volíme
u0(x) = Ax
2 +Bx+ C,
jinak musíme volit polynom vyššího stupně. Postupným dosazením do rovnice a okrajo-
vých podmínek dostaneme
A = −1
2
, B =
l
2
− ua
l
, C = ua.
Takže
u0(x) = −12x
2 +
( l
2
− ua
l
)
+ ua.
Funkci v(x, t) najdeme jako řešení homogenní úlohy s posunutou počáteční podmínkou
vt = vxx
v(0, t) = 0 v(l, t) = 0
v(x, 0) = ϕ(x)− u0(x).
Postupujeme obdobně jako v příkladu 4.4, obdržíme tak
v(x, t) =
∞∑
k=1
cke
− k2pi2
l2
t sin
kpi
l
x,
kde pro ck platí
ck =
2
l
l∫
0
[
ϕ(x)− u0(x)
]
sin
kpi
x
dx.
c) Lze-li pravá strana f rozvinout do Fourierovy řady podle vlastních funkcí Sturmovy-
Liouvilleovy úlohy, můžeme dostat řešení porovnáním příslušných koeficientů na levé a
pravé straně rovnice.
5 Závěr
Bakalářská práce byla rozvržena do několika částí. Nejprve jsme shrnuli základní výsledky
z teorie Fourierových řad, které byly v práci užity. Dále jsme se zaměřili na odvození vybra-
ných parciálních diferenciálních rovnic modelujících fyzikální děje, konkrétně jsme věnovali
pozornost rovnici vedení tepla a kmitání struny v jedné prostorové dimenzi. Další část
byla zaměřena na vlastní řešení parciálních diferenciálních rovnic Fourierovou metodou.
Princip metody je ilustrován nejprve na homogenních úlohách, rozřešena je i otázka ho-
mogenní rovnice s nehomogenními podmínkami a závěrem kompletně nehomogenní úloha.
Práci by bylo možno doplnit o obrázky částečných součtů příslušných řad, které aproxi-
mují řešení. Dále nebyla diskutována problematika ve vyšší prostorové dimenzi, rovnice
vyšších řádů a otázka tzv. zobecněných řešení a analýza spojité závislosti na datech úlohy.
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